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1. Интеграл и его приложения
1.1. Первообразная функция. Таблица интегралов. Нахождение неопределённого 

интеграла. 

Первообразной функцией y = f(x) в области X называют функцию y = F(x) + C (где C произвольная 
константа), производная в рассматриваемой области X равна заданной функции, т.е.

   ( ) ( ).F x C f x+ =

Общее выражение F(x) + C всех первообразных функций (где F(x) одна из первообразных функций 
и C произвольная константа) для рассматриваемой функции y = f(x) называется неопределённым
интегралом функции y = f(x).

  Нахождение неопределённого интеграла
( ) ( ) ( ) ( ) = +  =,   где     и    произвольная константа;f x dx F x C F x f x C

= ( ) ( ) ,  ;где   константаcf x dx c f x dx c

  =   ( ) ( ) ( ) ( ) ;f x g x dx f x dx g x dx

  =  ( ) ( ).f x dx f x

Таблица интегралов

0dx C= dx x C= +
+

= +  −
+

1
,   1

1
где

n
n xx dx C n

n
1 lndx x C
x

= + 2
1 1dx C

xx
= − + 2dx x C

x
= +

x xe dx e C= + ln

x
x aa dx C

a
= + sin cosx dx x C= − +

cos sinx dx x C= + 2
1 cot

sin
dx x C

x
= − + 2

1 tan
cos

dx x C
x

= +

  Пример 1. Найдём три первообразные функции для функции y = f(x).
a) Если f(x) = 2x + 3, то

  F1(x) = x2 + 3x + 5; F2(x) = x2 + 3x – 9; F3(x) = x2 + 3x + 2015;

b) если 4 2( ) 3 7,f x x x= − + то
5 3 5 3 5 3

1 2 3( ) 3 7 ; ( ) 3 7 ; ( ) 3 7 ;1 1 1 1 1 12015 1 4
5 3 5 3 5 3

F x x x x F x x x x F x x x x=  −  + =  −  + =  −  + +  +  −

c) если ( ) 2sin 3cos ,f x x x= − то
1 1 1( ) 2cos 3sin ; ( ) 2cos 3sin ; ( ) 2cos 3si2 n .2F x x x F x x x F x x x= − − + = − − = − −− + 

   

  Пример 2. Найдём неопределённые интегралы.

  a)
3 2

2 2
2

(
3

2) ;x xx dx x Cx+ ++ = + +

b)
2 ( 3) ( )2 3

1
1xx x dx

x
x−−

=
+

+−


1

1x +
( )

1

23 ;1 3
2
x x Cdx x dx= − = − +          c) ln1 ;xxe dx e

x
x C + = 


+ +



Интеграл и его приложения

5

  d) ( )3 1 22 3 2 5 ;,3 5u u du u u C− −− − −= + +− e) = + ;22 dx axa C

  f) ( )
2 51 3

3 32 3 532 2 23 32 3 2 3 ;
3 5 53 5

2 3
3

x x dx x x dx x x C x x x x x xC C
 

+ = + = + + = + + =
 

+ +    

  g) (3cos 4sin 3sin 4cos) .x x d xx x C− = + +

  1. Найдите для функции y = f(x) её первообразную функцию.

a) y = 4x + 3 b) y = x5 + 6x2 + 7 c) 3 xy e
x

= −

d) 2
1y x
x

= − e) 3 2 02y x x= + + f) −
=

+

21
1
xy

x

g) y e= +  h) 
2 3 10

2
x xy

x
− −

=
+

i) sin cosy x= + 

Ответы: a) 2x2 + 3x + C; b) 6 31 2 7 ;
6
x x x C+ + + c)3ln ;xx e C− +   d)

2 1 ;
2
x C

x
+ +   e)

5 3
3 23 2

5 3
x x x C+ + +

или  3 23 2 ;
5 3
x x x x x C+ + +   f) x – 0,5x2 + C;   g) ( ) ;e x C+  + h) 0,5x2 – 5x + C;  i) cos .x x C− − +

  2. Найдите для функции f(x) = x2 – 3x её первообразную функцию, график которой проходит через 
точку Q(3; 0).

  3. Найдите неопределённый интеграл.

a) ( )− + = 33 3 5x x dx

b) ( )4 33 4x x dx− =
c) ( )4 33 4e x dx− =

d) 1x dx
x

 − = 
 

e)
2 3 5x x dx

x
− −

=
f) 6 dx

x
=

Ответы: a) 0,75x4 – 1,5x2 + 5x + C;   b) 0,6x5 – x4 + C;  c) –x4 + 3e4x + C;  d) 2 2 ;
3
x x x C− +

e) 0,5x2 – 3x – 5ln|x| + C; f) 12 .x C+
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4. Найдите 1 cos ,
2

xe x dx − 
  зная, что значение первообразной функции равно 0,5, при x = 0.   

Ответ: 1 sin .
2

xe x−  
 

5. Найдите 2 1 ,dx
x

 − 
  зная, что значение первообразной функции равно 2, при x = 1.  

Ответ: 2ln 3.x x− +  
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    
                                    

 

6. Найдите для функции y = x3 её первообразную функцию, график которой проходит через точку M(2; 1). 

Ответ: 41 3.
4

y x= −   

7. Найдите для функции =
1y
x

её первообразную функцию, график которой проходит через точку N(4; 4). 

Ответ: 2 .y x=   
 

8. Найдите для функции y = sin x её первообразную функцию, график которой проходит через точку Q(–π; 0). 
Ответ: y = –cos x – 1. 
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1.2. Нахождение определенного интеграла по формуле Ньютона-Лейбница 
 
  Если функция y = f(x) на отрезке [a; b] интегрируема и имеет первообразную функцию F(x), то  

  ( ) ( ) ( ) ( ).
b

b
a

a
f x dx F x F b F a= = −  

 
  Нахождение определённого интеграла 
 

  ( ) 0
a

a
f x dx =                                ( ) ( )

b a

a b
f x dx f x dx= −                                  ( ) ( ) ( )

b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +      

    =   ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx                                                          ( ) ( )

b b

a a
c f x dx c f x dx =   

  Пример 1. Посчитаем определённые интегралы. 

( )

−

−

−

−

+ = +  − +  = + − =

   −
 + =  +  −  +  − =   

   

     − −
 + =  + −  + =     



+ =

+ =

=
 

+
  







5

1

2
2

2

1
3

52 2 2

1

23 3 3

2
14 2 4 2

1

4 2

1

)

5 5 5 5 (1 5 1) 25 25 6 44

2 ( 2) 22 5 2 5 2 2 5 ( 2) 30
3

a

3 3 3

1 1 ( 1) ( 1)2 2 2 0
4 2 4

) (2 5) ;

b) (2 5) ;

c) ( ) ;

d

2 4
2

2

x dx

x dx

x x

x x

dx

x x

x x


− = − − =

=

=

=

=

=

−

− =







0

1

0

1

0

0
1

1

 sin ;

e) ;

2f) .

cos (cos cos0) 2

1

2ln 2(ln ln1) 2

x

e

x

e

x

e e

x

x dx

e dx

dx
x

e

 

 
  1. Посчитайте определённые интегралы. 

       a)
2

2

3

( 2)x x dx
−

− − =                                                      b)
2

2

0

(6 )x x dx− =  

       
 
 

c)
2

2

5

( 3 2)x x dx
−

−

− − − =                                                  d)
2

2

2

( 0,5 )x x dx
−

− =  

 
   
 
   

   Ответы: a) 14 ;
6

   b) 14;   c) –13,5;   d) 15 .
3
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1.2. Нахождение определенного интеграла по формуле Ньютона-Лейбница

  Если функция y = f(x) на отрезке [a; b] интегрируема и имеет первообразную функцию F(x), то

  ( ) ( ) ( ) ( ).
b

b
a

a
f x dx F x F b F a= = −

  Нахождение определённого интеграла

  ( ) 0
a

a
f x dx = ( ) ( )

b a

a b
f x dx f x dx= −  ( ) ( ) ( )

b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +  

    =   ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx   ( ) ( )

b b

a a
c f x dx c f x dx = 

  Пример 1. Посчитаем определённые интегралы.

( )

−

−

−

−

+ = +  − +  = + − =

   −
 + =  +  −  +  − =   

   

     − −
 + =  + −  + =     



+ =

+ =

=
 

+
  







5

1

2
2

2

1
3

52 2 2

1

23 3 3

2
14 2 4 2

1

4 2

1

)

5 5 5 5 (1 5 1) 25 25 6 44

2 ( 2) 22 5 2 5 2 2 5 ( 2) 30
3

a

3 3 3

1 1 ( 1) ( 1)2 2 2 0
4 2 4

) (2 5) ;

b) (2 5) ;

c) ( ) ;

d

2 4
2

2

x dx

x dx

x x

x x

dx

x x

x x


− = − − =

=

=

=

=

=

−

− =







0

1

0

1

0

0
1

1

 sin ;

e) ;

2f) .

cos (cos cos0) 2

1

2ln 2(ln ln1) 2

x

e

x

e

x

e e

x

x dx

e dx

dx
x

e

  1. Посчитайте определённые интегралы.

  a)
2

2

3

( 2)x x dx
−

− − = b)
2

2

0

(6 )x x dx− =

c)
2

2

5

( 3 2)x x dx
−

−

− − − = d)
2

2

2

( 0,5 )x x dx
−

− =

  

  

  Ответы: a) 14 ;
6

   b) 14;   c) –13,5;   d) 15 .
3
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  2. Посчитайте. 

      a)
3

2

1

( 2)x dx+ =  

 

      b)
0

2

1

(3 2)x dx
−

+ =  

 

      c)
3

2

1

2(4 3)x dx− =  

 

      d)
3

3

1

(5 2)x dx
−

+ =  

 

e)
1

( )
e

e x dx+ =  

 

f)

2

(sin cos )x x dx



−

− =  

 

g)
3

2

5x dx =  

 

h)
4

2
0

3
cos

dx
x



=  

 
 

Ответы: a) 232 ;
3

  b) 1;   c) 1121 ;
3

  d) 4172;   e) ( )20,5 1 2 3 ;e e− − +   f) 0;   g) 100 ;
ln5

  h) 3. 
  

  3. Проверьте, справедливо ли равенство. Найдите три ошибки. 
       

a)
3 2

2

6 5
5

2,5x x dx
x−

− +
=

−  b)
3 2

2

9 12 4
3 2

2x x dx
x

− +
=

−
−  c)

3 4 2

2
2

2 5 3
1

29
3

x x dx
x
− +

=
−  

d)
3 2

1

ln25 46 3 8x x dx
x

− +
= −  e)

3 2

2

9 1 8,4( 3 2)2 4x x dx
x

−
= −

+
  f)

4 2

2
1

5 13 7,25x dx
x
+

=  

g)
9

5

4
2

10 526
3

x dx
x

= −
−
−  h)

4 3

4
2

0,4342x x dx
x


−

  i)
3 4 2

2
2

18
6

2 5 3x x dx
x
− +

=  

j)
3 2

2

6 5 ,5
5

2x x dx
x−

− +
=

−  k)
3

3
2

1 1 2 22,6dx
x x

 + + = 
   l)

3
2 3

2

10,5
3

0x x dx − = 
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  2. Посчитайте. 

      a)
3

2

1

( 2)x dx+ =  

 

      b)
0

2

1

(3 2)x dx
−

+ =  

 

      c)
3

2

1

2(4 3)x dx− =  

 

      d)
3

3

1

(5 2)x dx
−

+ =  

 

e)
1

( )
e

e x dx+ =  

 

f)

2

(sin cos )x x dx



−

− =  

 

g)
3

2

5x dx =  

 

h)
4

2
0

3
cos

dx
x



=  

 
 

Ответы: a) 232 ;
3

  b) 1;   c) 1121 ;
3

  d) 4172;   e) ( )20,5 1 2 3 ;e e− − +   f) 0;   g) 100 ;
ln5

  h) 3. 
  

  3. Проверьте, справедливо ли равенство. Найдите три ошибки. 
       

a)
3 2

2

6 5
5

2,5x x dx
x−

− +
=

−  b)
3 2

2

9 12 4
3 2

2x x dx
x

− +
=

−
−  c)

3 4 2

2
2

2 5 3
1

29
3

x x dx
x
− +

=
−  

d)
3 2

1

ln25 46 3 8x x dx
x

− +
= −  e)

3 2

2

9 1 8,4( 3 2)2 4x x dx
x

−
= −

+
  f)

4 2

2
1

5 13 7,25x dx
x
+

=  

g)
9

5

4
2

10 526
3

x dx
x

= −
−
−  h)

4 3

4
2

0,4342x x dx
x


−

  i)
3 4 2

2
2

18
6

2 5 3x x dx
x
− +

=  

j)
3 2

2

6 5 ,5
5

2x x dx
x−

− +
=

−  k)
3

3
2

1 1 2 22,6dx
x x

 + + = 
   l)

3
2 3

2

10,5
3

0x x dx − = 
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1.3. Расчёт площади поверхности и объёма фигуры

  Площадь поверхности
  Если фигура сверху ограничена линией y = f(x), снизу линией y = g(x), а бока ограничены прямыми   

x = a и  x = b, то  = − .( ) ( )
b

a
S f x g x dx

  Объём тела вращения
  Если фигура вращается вокруг оси x, то ее объем находится по формуле

  =  2( )
b

a
V f x dx ,

  где пределы интегрирования a и b указывают на то, что фигура расположена между плоскостями 
x = a и x = b.

  Пример 1. Найдём площади поверхности, ограниченной линиями y = –x2 + 4x и y = 0.
  
  Линией y = –x2 + 4x является раскрытая вниз парабола, а y = 0 

является прямой, расположенной на оси x.

  Находим пределы интегрирования, т.е. те значения х, при 
которых парабола проходит через ось x. Для этого решим 
уравнение –x2 + 4x = 0, откуда x1 = 0 и x2 = 4.

  Найдём площадь поверхности:

  
44 3 3

2 2 2

0 0

4( 4 ) 2 2 4 0 0 .
3 33

210xS x x dx x
 

= − + = − + = − +  − + = 
 



  Ответ: площадь поверхности равна 210
3

единиц площади.
  

  Пример 2. Найдём площади поверхности, ограниченной 
  линиями y = –x2 + 8x – 8 и y = –x + 6.

  Чтобы найти пределы интегрирования, нам нужно 
  вычислить абсциссы  (т.е. x-координаты) точек 
  пересечения параболы и прямой.

  Решениями уравнения –x2 + 8x – 8 = –x + 6 являются 2 и 7.
  
  Для нахождения площади поверхности посчитаем

  

   − = − + − =   

 
= − + − = 
 

 
= − +  −  − − +  −  = 



−+



+− − 
7 7

2

2 2
73

2

2

3 3
2 2

2 ( 9 14)

4,5 14
3

7 24,5 7 14 7 4,5 2 14 2 .

( ( 6

3 3

8 8)

520
6

) dx x x dxx x

x

x

x x

  Ответ: площадь поверхности равна 520
6

единиц площади.
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  Пример 3. Найдём площадь поверхности, ограниченной синусоидой y = sin x и осью x на 
  отрезке [–; 2].

  Явно то, что поверхности 1, 2 и 3 имеют равные площади. Найдём площадь поверхности 2
  и умножим результат на три:

  ( ) ( )0
0

3 sin 3 cos 3 cos cos0 6.S x dx x


= =  − =  − + =
  Ответ: площадь поверхности равна 6 единиц площади.
  

  Пример 4. Найдём площадь поверхности, ограниченной линиями y = x2 – 6x + 3 и y = x – 7. 

  Находим абсциссы точек пересечения прямой и 
параболы. Для этого решим уравнение

  x2 – 6x + 3 = x – 7.
  Решениями этого уравнения будет 2 и 5 (проверьте!).

  Для нахождения площади поверхности посчитаем 
интеграл:

  

( )
5 5

2 2

2 2
53

2

2

3 3
2 2

( 7) ( 6 3) 7 10

3,5 10
3

5 23,5 5 10 5 3,5 2 10 2 .
3 3

4,5

S x x x dx x x dx

x x x

 = − − − + = − + − = 

 
= − + − = 
 

   
= − +  −  − − +  −  =   
   

 

  Ответ: площадь поверхности равна 4,5 единиц площади.

1. Посчитайте площадь поверхности, если она ограничена линиями:
a) y = –x2 – 8x – 12  ja  y = 0 b) y = –x2 + 12x – 34; y = x2 – 10x + 30; x = 2  ja  x = 6


